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13. Ubung zur Einf. in die Numerik partieller Differentialgleichungen

Hinweis: Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt ihren Namen. Auf die erste Seite Threr
bung schreiben Sie bitte zusétzlich [hre Matrikelnummer und die Nummer der Thnen zuge-
wiesenen Ubungsgruppe.

Aufgabe 1: (8 Punkte)
Leiten Sie fiir das Randwertproblem (Advektions-Diffusions-Gleichung)
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, (homogene) Dirichlet-Randbedingung,

die Variationsformulierung her. Hierbei sind € > 0 und ¢ > 0 Konstanten. W&hlen Sie den
Raum der Testfunktionen V' dhnlich wie in der Vorlesung, beachten Sie aber, dass nun auch
auf der rechten Seite des Intervalls eine Dirichlet-Randbedingung zu finden ist.

e Welche Voraussetzungen an u(x) und f(x) miissen Sie treffen?

e Zeigen Sie die V-Elliptizitat und Stetigkeit fiir die von Thnen hergeleitete Bilinearform.
Hinweis: Was konnen Sie fiir Integrale der Form fol v (z)u(z)dr mit w € V' mit Hilfe
der partiellen Integration zeigen?

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Sei V ein Hilbertraum mit dem zugehérigen inneren Produkt (-,-) und der Norm ||u||* =
(u,u). Sei zudem a : V x V — R eine Bilinearform und sei a(-,-) stetig und V-elliptisch
mit Konstanten C' > 0 und a > 0 - es gilt somit a(u,v) < C|lul|||v|] und a(u,u) > af|ul]?.
Zudem gelten

a(u,v) =Fv)Yv eV
a(up, vy) = F(vy) Yo, € VP

wobei V* C V ein endlichdimensionaler Teilraum von V sei und F ein stetiges Funktional.
Beweisen Sie:
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Aufgabe 3: (4 Punkte)

Argumentieren Sie mit der Aussage aus Aufgabe 2: Fiir welche Konstanten ¢ und ¢ ist die
mit dem Galerkin-Verfahren berechnete Losung u;, des Modellproblems aus Aufgabe 1 eine
gute Approximation an die analytischen Losung u? Fiir welche Kombinationen aus € und ¢
ist eine schlechte Approximation moglich?



Hinweis: Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der hier dargestellten Sachverhalte und wie
man evtl. auftretende Schwierigkeiten beheben kann, siche Numerische Mathematik 2 - Quar-
teroni, Sacco, Saleri - Springer Verlag - Kapitel 12.5. Achtung: Dort wird teilweise eine
andere Norm verwendet und dadurch sind die verwendeten o und C' leicht verschieden. Die
Grundaussagen aus Aufgabe 3 kann man aber mit beiden Varianten treffen.

Abgabe: Bis Donnerstag, 24. Januar 2019, 12:00 Uhr.



