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9. Ubung zur Einf. in die Numerik partieller Differentialgleichungen

Hinweis: Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt ihren Namen. Auf die erste Seite Ihrer
Ubung schreiben Sie bitte zusétzlich Thre Matrikelnummer und die Nummer der Thnen zu-
gewiesenen Ubungsgruppe.

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Betrachten Sie das Lax-Wendroff-Verfahren

cA cA
u?’jﬂ =5 (1+cA) u?—l,j +(1-— 02/\2)qu 5 (I —ec)) uﬁrl,j,

mit A = At/Az fiir ¢ € R und das AWP

up + cuy =0, (x,t) € [a,b] x [0,T],
w(z,0) = f(z), =€ la,bl,
u<a7t) = ¢a(t)7 te [O7T]7
u(b,t) = ¢p(t), te€l0,T).

Unter welchen Annahmen an die Schrittweiten und ¢ berechnet das Verfahren die exakte
Losung in den Gitterpunkten? Beweisen Sie Thre Aussagen.

Aufgabe 2: (3 Punkte)
Fir a < b, a,b € R und G := (a,b) x (0,T) betrachten wir das folgende Anfangsrandwert-
problem zur Wéarmeleitungsgleichung:

2
081? (z,1) = %(x,t), (z,t) € G,
ui(x,0) = ¢(x), z € [a,b],
ui(a,t) =i (t), t e 0,7,
u; (b, t) = ¥ia(t), te[0,7).

Es seien die Losungen w;(z,t) € C(G), i € {1,2}, der Warmeleitungsgleichung zu den
zugehorigen Anfangs- und Randwertfunktionen gegeben. Wir nehmen zudem an, dass die
Losungen u; € C*(G U (a,b) x {T'}) erfiillen.

Zeigen Sie, dass u; > up auf G erfiillt ist, sofern ¢y < ¢ auf [a,b] und Yo < Y1,
j €{1,2}, auf [0, 7] gilt.



Aufgabe 3: (5 Punkte)
Wir betrachten das folgende Anfangsrandwertproblem aus der Vorlesung zur Warmeleitungs-
gleichung;:

ou 0%u

E(xat) = @(l‘?t)a (iL’,t) € <077T> X (07 OO)?
u(z,0) = ¢(x), z € [0, 7],
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

Wir kénnen die Losung u(z, t) als Reihe spezieller Losungen
Uy (7,t) = C, sin(nx) exp(—n’t)

darstellen. Wir definieren die Approximation % an u als m-te Partialsumme dieser Reihe:

m

(w,t) =Y up(x,t).

n=1
Zeigen Sie, dass mit

2 [7 _
K = —/ |p(x)|dz, q:=e",
T Jo
der Fehler die Ungleichung

lu(z,t) —a(z,t)] < K -

erfiillt.

Hinweis: Schitzen Sie zunéchst die Koeffizienten |C,| ab und anschlieflend |u,| unter
Ausnutzung von exp(—n?t) < exp(—nt) sowie der geometrischen Reihe.

Aufgabe 4: (10 + 4 = 14 Punkte)
Sei w : [0, 7] X [0,00) eine Losung der Wellengleichung

Ugt (T, 1) = Uy (2, 1) (x,t) € (0,7) x (0,00),

die den Bedingungen

u(0,t) = u(m, t) =0, t €0, 00), (Randwerte)
u(z,0) = g(z), x € [0, 7], (Anfangswerte fiir u)
u(x,0) = h(x), z € [0, 7], (Anfangswerte fiir u;)

geniigt. Dann beschreibt u die Schwingung einer in den Intervallenden 0 und 7 eingespannten
Saite, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Anfangslage ¢ mit der Anfangsgeschwindigkeit A
losgelassen wird. Die Funktionen g, h seien zweimal stetig differenzierbar.

1. Benutzen Sie den Separationsansatz
u(z,t) = v(x) - w(t),
um die speziellen Losungen
Uy (z,t) = sin(nz) - (A, cos(nt) + B, sin(nt))

herzuleiten, die den Randwertbedingungen u(0,t) = u(nw,t) = 0 geniigen.
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2. Erklédren Sie, wie man aus 1. die allgemeine Losung

u(z,t) = Z up(z,t) = Z sin(nx) - (A, cos(nt) + B, sin(nt))

herleitet und geben Sie an, welche Bedingungen die Koeffizienten A, und B,, erfiillen
miissen, damit u das Anfangsrandwertproblem 16st.

Hinweis: Gehen Sie in 1. analog zur Warmeleitungsgleichung vor:

e 1.) Leiten Sie gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir v und w her.

2.) Die Gleichung fiir v ist von der Form v” + Av = 0 mit A € IR beliebig. Folgern Sie
A > 0, indem Sie das Integral
/ (W) -vdx
0

geeignet umformen und die Randbedingungen ausnutzen.

3.) Losen Sie die Differentialgleichung fiir v (oder schlagen Sie die Losung nach). Nut-
zen Sie die Randbedingungen aus um zu zeigen, dass sogar A = \, =: n%,n € IN
gelten muss.

4.) Gehen Sie fiir w analog vor.

e Verwenden Sie bei 2. die zwei Anfangswertbedingungen. Sie diirfen anschlieend, wie in
der Vorlesung, die Kenntnisse iiber die Koeffizienten der Fourier-Sinusreihe als gegeben
voraussetzen.

Abgabe: Bis Donnerstag, 13. Dezember 2018, 12:00 Uhr.



