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6. Ubung zur Numerik partieller Differentialgleichungen I

Hinweis: Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt ihren Namen. Auf die erste Seite Threr
Ubung schreiben Sie bitte zusétzlich Thre Matrikelnummer und die Nummer der Thnen zu-
gewiesenen Ubungsgruppe.

Aufgabe 1: (18 Punkte, 12 Bonuspunkte)

a) (3 Punkte) Geben Sie fiir alle Dimensionen d € N, eine Funktion u: 2 C R? — R auf
einem beschrinkten Gebiet ihrer Wahl an, sodass u € C*(Q2) N C%(Q2) aber u ¢ H'(Q).

Wir mochten im Folgenden zeigen, dass die klassische Losung des Dirichlet-Problems

Au=0 in
u=gq auf 0

mit u € C2(Q) NC(Q) nicht immer in H'() liegt.

Mit K(0), s > 0, bezeichnen wir die (offene) Kreisscheibe um den Punkte (0,0) mit Ra-
dius s. Es sei Q := K;(0) \ Ko5(0) und Q@ = (0.5,1) x [—m,m) die zugehorige Menge in
Polarkoordinaten. Betrachten Sie die Funktion

o0

o o o asin(nly)
U(T, §0) = Z Un(T, 90)7 Un(’f’, 90) =™ n2 )
n=1

auf fol, wobei (7, ) die entsprechenden Polarkoordinaten sind. Es gilt
ulz,y) = u(a(r,¢), y(r, ) = ulr cos(p), rsin(p)) = u(r, o).
Wiéhlen Sie fiir g die Randwerte von u.

b) (3 Punkte) Plotten Sie mit Hilfe von Matlab eine Approximation von u. Bedenken Sie
dabei, dass n! sehr schnell wichst. Geben Sie Thren Matlab-Code mit ab.

Zeigen Sie, dass u das Randwertproblem 16st, d.h. zeigen Sie

¢) (6 Bonuspunkte) u € C*(2) N C°(Q),
d) (3 Punkte) u ist harmonisch.



Betrachten Sie in beiden Aufgabenteilen die Funktion beziiglich der Polarkoordinaten. Um
Aufgabenteil ¢) zu zeigen, kénnen folgende Sdtze und Eigenschaften hilfreich sein (siehe
O. Forster, Analysis 1; online verfiigbar iiber das Uni-Netz): Quotienten-Kriterium, Kon-
vergenzkriterium von Weierstraf$, Differentiation und Limesbildung bei Funktionenfolgen,
Stetigkeit und gleichmdfige Konvergenz von Funktionenfolgen.

Sie diirfen auch ohne Beweis verwenden, dass der Laplace-Operator in Polarkoordinaten
die Form

A0 10 1
TP or2  ror 2 0p?

hat.

Sofern Sie Aufgabenteil c) nicht gelost haben, diirfen Sie auflerdem davon ausgehen, dass

Sie die partiellen Ableitungen von @ auf € iiber die Reihe der partiellen Ableitungen von w,
bestimmen konnen (d.h. Differentiation und Grenzwertbildung ist vertauschbar).

Zeigen Sie, dass u ¢ H*(Q).

e) (2 Punkte) Plotten Sie mit Hilfe von Matlab eine Approximation an g—ff(r, ¢) auf Q.

Bewerten Sie das Ergebnis im Bezug auf v ¢ H'(Q2). Geben Sie Thren Matlab-Code
mit ab.

Zeigen Sie nun

f) (4 Punkte)

2

)

o
IVullg. = ||< 8’"0)
108
r Op R2
L (& sin(nly) ’
/ / Zn!r”!’l—; rdrdp = oo,
0.5 J—m n

n=1

g) (6 Bonuspunkte)

h) (3 Punkte)

|u|H1(Q) = 00.

Fiir Aufgabenteil g) konnen Sie die Sdtze und Eigenschaften im Anhang (ohne Beweis)
verwenden und fiir h) den folgenden Satz:

Transformationssatz fiir Integrale (Koordinatentransformation) Dies ist die Ver-
allgemeinerung der Integration durch Substitution. Literatur: O. Forster, (2012), Analysis 3,
§9, Satz 2 (S.104).

Seien U,V offene Teilmengen des R™ und ¢: U — V eine Cl-invertierbare Abbildung.
Eine Funktion f: V' — R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion (f o ¢)|det Dg|
iiber U integrierbar ist. Dann gilt

/ £(6(x))] det Do (z)| " = / f(y)dy.
U Vv

Abgabe: Bis Dienstag, 29. Mai 2018, 12:00 Uhr, im entsprechenden Kasten in
Raum 3.01 des Mathematischen Instituts.



Anhang

Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen: Literatur: O. Forster, (2008), Ana-
lysis 1, §8, Satz 3 (S.77).

Es seien > 7  a, und )" b, absolut konvergente Reihen. Fiir n € N werde definiert

n

Cp = Z abp_r. = agb, + a1b,—1 + -+ - + a,by.
k=0

Dann ist auch die Reihe Y 7 ¢, absolut konvergent mit

Yo (L) (Zn)

L?(—m, 7)-Orthogonalitéiten:

/ sin(nep) sin(my) = 0,

/ cos(nep) cos(myp) = 0,

m, n € N, m # n.

Monotone Konvergenz (Satz von Beppo Levi) Literatur: O. Forster, (2012), Analy-
sis 3, 85, Satz 1 (S.54).

Sei O € R? und sei f; < f, < ... eine aufsteigende Folge integrierbarer Funktionen
fr: © — R. Es gebe eine Schranke M < oo mit
/fkdeM vk > 1.
Q

Dann ist auch f :=limy_ o fr: @ = RU {300} integrierbar und es gilt

/fdx— hm fkdac



