MATHEMATISCHES INSTITUT Wintersemester 2018/2019
DER UNIVERSITAT ZU KOLN

Prof. Dr. A. Klawonn
J. Knepper, M. Sc.
J. Weber, M. Sc. 19. Dezember 2018

11. Ubung zu Wissenschaftliches Rechnen 1

Aufgabe 1: (24 2+ 1+ [1 + 2 Bonuspunkte] = 6 Punkte, 2 Bonuspunkte)

a) Sei U aus der Projektion fiir den Deflation-Vorkonditionierer als U := I gewéhlt. Wie viele
Schritte braucht dann das PCG-Verfahren zur Konvergenz, sofern das vorkonditionierte
Residuum verwendet wird?

b) Wo ist der Haken?
c¢) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen von Lemma 6.5.1 erfiillt sind.

d) Zur adaptiven Berechnung von Nebenbedingungen mit der Methode, die in der Vorlesung
behandelt wurde, sollen Sie TOL = 0 wihlen, d.h. es werden immer alle Eigenfunktionen
verwendet. Setzen Sie 0.E. voraus, dass U vollen Spaltenrang hat (sofern linear abhéngige
Nebenbedingungen existieren, wird eine Basis von range(U) bestimmt). Kommentieren
Sie dies.

Aufgabe 2: (5 Punkte)

Betrachten Sie die Programmieraufgabe. Warum wird fiir das Abbruchkriterium das vorkon-
ditionierte Residuum genutzt? Nehmen Sie Bezug auf die verschiedenen Vorkonditionierer.
Kann das nicht-vorkonditionierte Residuum genutzt werden? Falls nein, gibt es eine Alter-
native (abgesehen vom vorkonditionierten Residuum)?

Aufgabe 3 (Adaptive Nebenbedingungen: Projektionen): (5 + 3 =8 Punkte)
Seien alle Ecken primal gewihlt und die Kante £9 = Q,NQ); gegeben, wobei ; und €2, nicht
den Dirichletrand beriithren. Wir definieren

R
Rij = (Rg)) ;

sodass RZT]-: Wi x W; — W,;, d.h. Rg; assembliert in den primalen Knoten der Kante und ist
die Identitdt auf den restlichen Knoten.

a) Zeigen Sie, dass
Hij = Rij (RZ;RZJ) _1Rg;'
wohldefiniert und eine ly-orthogonale Projektion auf ﬁ/z«j ist.

Sei nun auf der Kante der Vektor ¢ := Héai\z mit ¢ := (1,...,1)7 definiert.

b) Zeigen Sie, dass B
[ —TL; :=cc"

eine ly-orthogonale Projektion auf ker(II;;5;;1L; + o (1 —IL;;)) ist.
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Programmieraufgabe (FETI-DP: Balancing/Deflation): (12 Punkte)
Im Folgenden betrachten wir auf Q = (0,1)? das Variationsproblem: Finde u € Hj(Q),
sodass

/qu-Vvdx:/vdx Vv € Hy(9).
Q Q

Sei 2 durch eine strukturierte Dreieckszerlegung (P1) diskretisiert und sei p konstant auf
den Elementen. Wir partitionieren 2 in N x N quadratische Teilgebiete mit jeweils 2 - 102
Elementen.

Integrieren Sie die Balancing/Deflation-Vorkonditionierer in Thr FETI-DP-Programm
und testen Sie Ihre Implementierung an folgendem Problem:

e Folgende Gebietszerlegung und Kanal-Koeffizientenfunktion vom 9. Ubungsblatt:

Koeffizientenfunktion (ii)
N =3

30 = Y = 30 30 = 307
1, sonst.

{106, 16> p> U A 20 5y> 3
p:

Es ist p = 10° in dunkelgrau gefirbten
Elementen und sonst p = 1.

e Alle Eckknoten werden primal gewéhlt.

e Essei P:=U(UTFU) 'U”TF die Projektion, die zur Aufstellung der Vorkonditionierer
Mpp und M5 benétigt wird. Sei m die Anzahl dualer Knoten (d.h. hier Kantenknoten)
und n. die Anzahl Kanten. Stellen Sie U € R™*"< auf, indem Sie fiir jede Kante e einen
Vektor ¢, in U schreiben.

{pmax(xh), 2" ist FE-Knoten von e \ Oe,
Ce i=

0, sonst,
wobei
Prmax(T) 1= ITHGEEC p(T).
zeT

e Wihlen Sie als Abbruchkriterium das relative vorkonditionierte Residuum mit einer
Toleranz von 1078,

e Startvektor \©) := 0.

Vergleichen Sie die Anzahl Iterationen und die Konditionszahl fiir die folgenden Vorkon-
ditionierer: M~! = I (Identitiit), M~! = Mp" (Dirichlet-Vorkonditionierer), M~! = M},
M~! = Mg}, Nutzen Sie die Konditionszahlschéitzung des Lanczos-Prozess im PCG-Verfahren.

Stellen Sie nur UT FU explizit auf (jedoch nicht invertieren). Die Projektion P und die
Vorkonditionierer implementieren Sie als Verkettung von Matrix-Vektor-Operationen.



Hinweise:

e Implementieren Sie zuerst den Balancing-Vorkonditionierer®.

e Aufstellung von U:

1. Zum Aufstellen des Bp-Operators haben Sie bereits lokal die maximalen Koeffi-
zienten ermittelt, die ein Knoten beriihrt. Erweitern Sie dies, um die Werte zur
Aufstellung von U zu ermitteln. Stellen Sie dazu den Globalvektor rhoMax auf.

2. Code zur Bestimmung der Kanten wird online zur Verfiigung gestellt.

3. Nutzen Sie mapDual (mappe globale IDs auf duale IDs), cEdges (siche Code
online) und rhoMax zur Aufstellung von U.

e Sofern Sie Operatoren nicht als Verkettung von Matrix-Vektor-Operation implemen-
tiert haben (und beispielsweise die Projektion P oder M 51 explizit aufstellen), so
kénnte es sein, dass aufgrund von Rundungsfehlern die Toleranz 10~% nicht erfiillt
werden kann.

Allgemeine Hinweise zum Programmierteil

e Der Code muss sinnvoll kommentiert sein. Ein nicht kommentiertes Programm gilt
als nicht erfolgreich bearbeitet.

e Das Programm muss ausfiihrbar sein, ohne Anderungen am Code vornehmen zu miissen
(d.h. ein Klick auf , Ausfithren* muss ausreichen). Schreiben Sie daher ein oder mehrere
Skripte fiir die Teilaufgabe(n). Benennen Sie das Skript / die Skripte sinnvoll (z.B.
aufglc.m).

e Schreiben Sie bitte Funktionen in eigene Dateien und nicht in Skriptdateien (Ausnah-
me: anonyme Funktionen der Art £ = @(x) x.72;).

e Enthélt Thr Code mehrere Funktionen, so ist jede Funktion in eine eigene Datei zu
schreiben. Ausnahme: Die Funktion wird ausschliellich von anderen Funktionen der-
selben Datei aufgerufen. In diesem Fall steht an oberster Stelle der Funktionsdatei die
Funktion, welche von auerhalb (z.B. von einem Skript) aufgerufen wird.

Abgabe des Programmierteils

e Packen Sie Thre Dateien in ein Archiv (Formate: .zip, oder .tar.gz) mit einem Datein-
amen der Art:

uebOl _nachname_vorname.zip

e Den Quellcode schicken Sie bitte an die E-Mail-Adresse Threr Ubungsgruppenleiter /
Ubungsgruppenleiterinnen, mit einem Betreff der Art:

Betreff: Uebungl, Nachname, Vorname
e Geben Sie bitte immer eine ausgedruckte Version Threr Programmcodes mit den

schriftlichen Aufgaben ab (— Kasten), sofern dies in der Aufgabenstellung nicht ein-
deutig anders vermerkt wurde.

'Warum? Siehe Aufgabe 2.



e Sofern es zur sinnvollen Losung der Aufgabenstellung nétig ist, drucken Sie bitte auch
die Ausgabe von Matlab aus. Dies sollte nicht zwei DIN-A4-Seiten iiberschreiten. Glei-
ches gilt fiir Grafiken.

Abgabe: Bis Mittwoch, 09. Januar 2019, 16:00 Uhr, im entsprechenden Kasten
in Raum 3.01 des Mathematischen Instituts.



